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Berechnung der Wurfparabel

In diesem Beitrag wird die Herleitung der Formeln fur die Wurfparabel des schiefen Wurfs
ohne Berucksichtigung des Luftwiderstandes gezeigt.
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1 Die Wurfparabel

Die Gesetze des freien Falls sind nicht nur auf frei im Raum befindliche Flissigkeitsmengen
anwendbar, bei denen die Flugbahn als Strahl sichtbar wird, sondern auch auf einzelne gewor-
fene Gegenstande. Wird der Wurf mit einem Winkel & nach oben gestartet, spricht man in
der Physik von einem ,,schiefen Wurf™.

1.1 Formeln flr die symmetrische Wurfparabel

Bild 1 stammt aus einer Studienarbeit des Verfassers (1959) und zeigt die geometrischen Zu-
sammenhé&nge und die Herleitung der Formeln.

Bild 1: Wurfparabel

Wurfparabel: Ermittlung des Wurfwinkels «.
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’ 1 Erreichbare Wurfhohe h
(h, oderh,) errechnet
Ableitung_der Formel: v = v-sink = g-t/2 man nach der Formet:
. * 5
v - vecosa = S/t sinde = 37;— h-v,‘/.ag [m]
t = 2ufg *s/w
g5 =2£-v,-v =2 (v-sina)(v-cosa)
g-s = vt - sinda
Erforderliche Mindestgeschwindigkeit zur Uberbrickung_einer vorhandenen Entfernung §:
Bei sinla=1, also o=459 wird bei min.v maxs erreicht : vi=g-s v =Yg-s [mis]
(C) Praxalius 1959 - 2007
S.Mai 1959

Bei der Berechnung des schiefen Wurfs sind zwei Bewegungen zu berucksichtigen: Die
gleichférmige waagrechte Bewegung und die gleichmé&Rig beschleunigte Bewegung des am
Anfang der Flugbahn steigenden und am Ende der Flugbahn fallenden Gegenstandes. Wéh-
rend sich der frei im Raum befindliche Gegenstand waagrecht gleichmaRig bewegt, wird die
Bewegung in der Hohe von der Schwerkraft beeinflusst, die Geschwindigkeit in der Flugbahn
nimmt bei zunehmender Hohe ab und bei abnehmender Héhe zu. Die schrdge Anfangsge-
schwindigkeit v wird als Wurfgeschwindigkeit bezeichnet.



Die Formelzeichen in Bild 1 bedeuten:

v | Wurfgeschwindigkeit = Anfangsgeschwindigkeit in m/s

vy | Horizontalkomponente der Anfangsgeschwindigkeit in m/s

vy | Vertikalkomponente der Anfangsgeschwindigkeit in m/s

t | Zeit (Dauer) des Wurfvorgangs in Sekunden

a | Wurfwinkel = Anfangswinkel

g |=9,81 m/s% Fallbeschleunigung an der Erdoberflache (ortsabhangige Konstante)

S Waurfweite in m

X, ¥ | Rechtwinkeliges Koordinatensystem, Ursprung am Startpunkt des Wurfvorgangs

Die Funktion y = f(x) der Wurfparabel im rechtwinkeligen Koordinatensystem kann sich je-
der, der einige mathematische Grundkenntnisse besitzt, selber aus den angegebenen GrélRen
herleiten.
Beispiel:
Man berechne die ,,Sprungweite®, die ein unter a = 15° (= 26,8 % Steigung) bergauf ra-
sendes Auto bei einer ,,Abfluggeschwindigkeit von v = 108 km/h erreicht (James Bond
lasst gruRen!).
Losung:

v =108 km/h = 30 m/s;

sin(2a) =sin(2 - 15)° =0,5;

. :Vz.sm(Za)
g

1.2 Formel flr die einseitig verklrzte Wurfparabel

Die in Bild 1 hergeleiteten Formeln gelten nur fur die symmetrische Wurfparabel, bei der die
Hohen von Startpunkt und Auftreffpunkt gleich sind (= waagrechtes Gelénde).

=307 -0,5/9,81 = 45,90 m.

Bei unterschiedlichen Héhen von Start- und Auftreffpunkt ist die Wurfparabel einseitig ver-
kirzt, die Teile tber dem hoher gelegenen Endpunkt bleiben aber trotzdem beidseits zum
hdchsten Punkt symmetrisch. Die Wurfbahn insgesamt bleibt eine mathematische Parabel.
Hier sollten wir nicht von einer unsymmetrischen, sondern von einer einseitig verkirzten
Wourfparabel sprechen.

Zur Berechnung verwenden wir die im Beitrag ,,.Berechnung eines Flissigkeitsstrahls* (Dateli
Strahl.pdf) angegebene Formel 1. Sie gilt fur jeden Winkel a. Sie lautet (nach Quadrierung
der Gleichung):

V2 = Lz.i
2H

Sie bendtigt nur drei Eingabewerte :

1. Anfangsgeschwindigkeit v,

2. schrdge Lange L in Wurfrichtung vom Startpunkt bis zum Schnittpunkt mit dem Lot
zum Auftreffpunkt und

3. Hohe H des Lotes von diesem Schnittpunkt bis zum Auftreffpunkt.
Man kann beide Formeln

V2 — LZL
2H

aus dem Beitrag ,,Berechnung eines Flussigkeitsstrahls* und




sin(2a) = % aus Bild 1 ineinander tberfuhren:

Setzt man die geometrischen Verhaltnisse voraus, wie sie Bild 1 zeigt und setzt:

S - : . -
= und |H =L-sin(@)|in|v?=L? 9 ein, so erhalt man nach einigen Umfor-
cos(a) 2H
mungen:
Vz — g-s
sinQa) |

2 Zusammenfassung

Die (energetisch) giinstigste Flugbahn tritt beim Wurfwinkel a = 45° auf. Bei anderen Win-
keln muss eine hohere Wurfgeschwindigkeit v gewahlt werden, um dieselbe Wurfweite s zu
erzielen. Die Wurfweiten fur die Winkel e und (90° - ) sind gleich.

Im lufterfullten Raum verringern sich infolge des Luftwiderstandes Wurfhohe und Wurfweite.
Die Wurfbahn ist dann unsymmetrisch, sie ist keine mathematische Parabel mehr, ihr aufstei-
gender Teil ist schwéacher gekrimmt als der fallende Teil, der hochste Punkt liegt nicht in der
Mitte zwischen den Endpunkten, sondern liegt nédher beim Auftreffpunkt. Der Auftreffwinkel
ist groler als der Anfangswinkel a.

Den Luftwiderstand wollen wir bei der Berechnung bewusst vernachldssigen. Die Grol3e des
Luftwiderstands hangt vom c-Wert des Gegenstands und vom sich laufend verandernden Ge-
schwindigkeitsvektor ab. Die Geschwindigkeit wiederum wird im Laufe der Flugbahn vom
sich verandernden Luftwiderstand beeinflusst. Luftwiderstand und Geschwindigkeit sind ge-
genseitig voneinander abhdngig. Die Formel mit Beriicksichtigung des Luftwiderstands wére
wesentlich komplizierter (Differentialgleichung!) als die in der Grafik gezeigte einfache For-
mel flr die Parabel.

Wir merken uns nur, dass die erreichte Wurfweite s bei Berticksichtigung des Luftwiderstands
etwas Kdirzer ist als der mit der einfachen Formel berechnete Wert.
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